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1. Bevezetés
A hideghegesztés kivételével valamennyi ömlesztő és 

sajtoló hegesztési eljárásra jellemző, hogy a kötés létesí-
téséhez külső hőbevitelre van szükség, amelyet valamely 
hőforrás szolgáltat. 

A hegesztési hőforrások szinte valamennyi ismert ener-
giafajtára (exoterm reakcióhő, villamos ív, plazmaív, ellen-
álláson fejlődő Joule-hő, mechanikai súrlódáson fejlődő 
hő, sugárenergiák) kiterjednek, mivel a mai hegesztési 
gyakorlat egyaránt sikeresen alkalmazza a hagyományos 
és modern energiafajtákat. Az energiabevitel hatásfoka 
nagyon eltérő, a láng esetében 0,4 körüli, a villamos ív ese-
tében 0,5 és 0,95 közötti (az MSZ EN 1011-1:2000 szab-
vány egyszerűsítő adatai szerint 0,6 és 1,0 közötti). Kissé 
meglepő, hogy a legkorszerűbbnek számító lézersugár-he-
gesztéseknél ez az abszorpciós beviteli hatásfok nagyon 
alacsony és külön intézkedések szükségesek, hogy az ab-
szorpció (acéloknál) a 0,2…0,3 értéket elérje [1].

A munkadarabba bevitt hő az anyag egy részét olvadás-
pontig, vagy az olvadáspont fölé hevíti, aszerint, hogy 
szilárd, vagy folyékony fázisú (ömlesztő) hegesztésről 

van szó. A hőbevitel helyén alakul ki a legmagasabb hő-
mérséklet, amely a hőbevitel helyétől mérve folyamato-
san csökken. Amennyiben a hőforrás mozog, a hegesz-
tendő darab egy pontjában a hőmérséklet az időben 
változik, ily módon a hegesztés alatt álló darabban egy 
időben változó térbeli T(x,y,z,t) hőmérsékletmező alakul 
ki. A gyakorló hegesztőmérnököt az egy-két másodperc-
re kiterjedő tranziensek (pl. a varratvégek) nem igen ér-
deklik, számukra az állandósult állapot a fontos.

A hőforrás tartózkodási helyén a hőbevitel olyan inten-
zív, hogy a hegesztendő anyagok megolvadnak és néhány 
mm-re, illetve néhány tíz mm-re kiterjedő hegfürdő jön 
létre. A hegfürdő a hőforrás haladási irányában folyto-
nosan eltolódik, a haladási iránnyal ellentétes oldalon 
dendritesen kristályosodik és így egy hosszvarrat alakul 
ki (kivétel a ponthegesztés, amikor a hőforrás áll és pont-
varratot kapunk eredményül).

A hegesztés (abszolút és fajlagos) teljesítményadatai és 
a hegesztendő tárgy hőfizikai jellemzői együtt determi-
nálják a hegfürdő alakját és méreteit, (vagyis a térfoga-
tát), a hőmérsékletét és áramlási viszonyait. A hegfürdő 
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lhf hosszának [mm] ismerete azért (is) fontos, mert a vh 
hegesztési sebességgel [mm/s] (és egyéb, itt nem részle-
tezendő körülményekkel) együtt a hegfürdő tl létidejét 
[s] befolyásolja.
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h
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v

=  (1)

Ezen adatok ismerete azért fontos a hegesztőmérnöknek, 
mert felhasználásukkal a hegfürdőben lejátszódó időigé-
nyes fizikai és kémiai folyamatok előrehaladására, kedvező 
esetben teljes végbemenetelére lehet következtetni.

A megolvadt és olvadékból dendritesen kristályosodott 
varrat melletti terület, a hőhatásövezet szélességi mérete 
és belső arányai szintén a hegesztési hőfolyamatok függ-
vénye. Mivel a hőhatásövezet sávjaiban fontos anyag-
szerkezeti változások mennek végbe, ennek szerkezete 
szintén fontos információkkal bír. Közismert, hogy pl. a 
hidegrepedési hajlamot jelző felkeményedés és a szem-
csedurvulás a kötés egészére nézve milyen negatív követ-
kezményekkel jár.

A hőmérsékletmező ugyancsak befolyásolja a hegesztési 
deformációkat és ezek gátlásából eredő belső feszültségek 
kialakulását és jellemző adatait.

2. A hegesztési hőfolyamatokat leíró modellek
A szilárd testekben a hő vezetéssel terjed, de adott 

esetekben a konvekció és a sugárzás is lényeges lehet. A 
hőmérsékletmezőre vonatkozó hőtani számításokhoz a 
hőforrás és a tárgy idealizálására van szükség [2]. 

A hőforrások idealizált alakjuk és méretük szerint az 
alábbi osztályokba sorolhatók (N1):

• pontszerű (0D) hőforrás,
• vonalszerű (1D) hőforrás,
• foltszerű (felületi vagy 2D) hőforrás,
• térfogati (3D) hőforrás.
A hőforrások sebességét illetően a következő esetek 

különböztethetők meg (N2):
• álló hőforrás,
• lassan mozgó hőforrás, 
• gyorsan mozgó hőforrás.
A hőforrások mozgási sebessége nem abszolút foga-

lom, mivel az osztályozás a hő szilárd testben való ter-
jedési sebességétől függően végezhető. Ha a hőforrás 
gyorsabban halad, mint a haladási irányban megfigyelt 
hővezetés, akkor gyorsan mozgó hőforrásról beszélünk. 
Ilyenkor a hőforrás előtt nincs melegedés, a tárgy hőmér-
séklete egyenlő a kiindulásival. Lassan mozgó hőforrás-
nál a tárgy a hőforrás előtt is melegszik. 

A hegesztendő tárgyak alakjuk, méretük, hőfizikai 
anyagjellemzőik (fajhő, sűrűség), kezdeti hőmérsékletük 
és a hegesztésükkor alkalmazott fajlagos hőbevitel sze-
rint sokfélék lehetnek. A hőterjedés szempontjából fon-

tos geometriai változatok a következők (N3):
• nagyméretű tárgy (félvégtelen test, 3D), 
• vastaglemez (3D),
• közepes vastagságú lemez (2,5D),
• vékonylemez (2D),
• rúd (1D).
A hőforrás és tárgy felsorolt változatainak kombinálá-

sával a lehetséges modellek száma a következő képlettel 
becsülhető:

m 1 2 3 4 3 5 60N N N N= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  (2)

Az elméletileg lehetséges modellek közül az ömlesztő 
hegesztéssel foglalkozó hegesztő szakemberek a követke-
zőket tartották figyelemre érdemesnek. 

1. nagyméretű tárgy, lassan mozgó pontszerű hőfor-
rás (a rövidség kedvéért innentől 3D modell), 

2. vékonylemez, lassan mozgó pontszerű hőforrás 
(innentől 2D modell). 

A nagytest modellt és a vékonylemez modellt (ismere-
teink szerint egymástól függetlenül) Rosenthal 1935-ben 
(pontosítva és kiegészítve 1941-ben [3]) és Rykalin (1947-
ben [4]) dolgozta ki. Ezeket a modelleket azóta sokan ele-
mezték, pontosították és kísérleti úton is ellenőrizték.

2.1. Koordináta-rendszer
A hőforráshoz kötött és azzal együtt mozgó, jobbsodrá-

sú Descartes-féle koordináta-rendszer az 1. ábrán látha-
tó. A hőforrás az origó fölött helyezkedik el, a hegesztés 
iránya a pozitív x tengely, a z koordináta a tárgy belseje 
felé mutat.

1. ábra: Egyezményes, a hőforrással együtt mozgó  
koordináta-rendszer a hőmérsékletek,  

a hűléssebességek és a hűlésidők számításához

2.2. Feltételek és elhanyagolások
A hőterjedési számításokhoz felírt differenciálegyen-

letek és ezek megoldásai csak bizonyos megszorítások-
kal érvényesek. A legfontosabb feltételek a magyar he-
gesztők szakmai bibliájában, a Baránszky-Jób Imre által 
szerkesztett Hegesztési Kézikönyv [5] 37. oldalán és a 
Szunyogh László által szerkesztett Hegesztés és rokon 
technológiák c. hegesztési kézikönyv [6] 38. oldalán 
megtalálhatók, ezért ezek felsorolásától itt eltekintek. 
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2.3. A 3D modell
A nagytestmodell állandósult hőmérsékletének leírásá-

ra viszonylag egyszerű összefüggés szolgál:
h ( )

2
0 2

e
x R

v
aT T

Rπ λ

+− ⋅
⋅Φ

= + ⋅
⋅ ⋅ ⋅

 (3)

 A hővezetés domináns szerepe mellett a csekély jelen-
tőségű felületi hőátadás (konvekció) a nagytest modellnél 
elhanyagolható. A számításra alkalmas összefüggés állan-
dósult állapotot feltételez (a hőtranziens jelenségek csak a 
hegesztés első és utolsó egy-két másodpercére korlátozód-
nak, vagyis arra az időre, amikor a varratszélesség válto-
zik). A három főirányban megvalósuló és azonos mértékű 
hővezetés miatt a koordináta-rendszer origójától mért ra-
diális irányú R távolság:

2 2 2R x y z= + +  (4)

2.4. A 2D modell
A vékonylemez modellnél a hővezetés meghatározó 

jellege elvész, a nagyobb felület/térfogat viszony miatt a 
konvekció szerepe felértékelődik. A kis vastagságirányú 
méret miatt a z irányú hőmérsékletváltozás elhanyagol-
ható, ezért az origótól mért távolság is egyszerűsödik:

2 2r x y= +  (5)

A vékonylemez-modell állandósult állapotát leíró hő-
mérsékletfüggvény a következő alakú:

h
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  (6)

A K0(u) módosított, II. fajú, nullad-rendű Bessel-függ-
vény u argumentuma:

2
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 (7)

A b(s) hőmérsékletátadási tényező definiálásával az u ar-
gumentum egyszerűbb és áttekinthetőbb alakra hozható: 

2 1, mértékegysége :f

p
b

c s s
α
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⋅
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⋅ ⋅

, mértékegysége: 
2 1, mértékegysége :f
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  (8)

2
h

2 , mértékegység nélkül
4
v bu r

aa
= ⋅ +

⋅
, mértékegység nélkül. (9)

A hőmérsékletmező leírására szolgáló összefüggés a T0 
kezdeti vagy előmelegítési hőmérsékletet követően há-
rom függvény szorzatából áll. 

Az első függvény a hőfizikai állandókon kívül a Φ hőá-
ramot és az s lemezvastagságot tartalmazza: az előbbivel 
egyenes arányban, az utóbbival fordított arányban válto-
zik. Mértékegysége: °C

A második exponenciális függvény pozitív x-re csökke-
nő, negatív x koordinátára növekvő értékeket ad, mivel a 
vh hegesztési sebesség és az a hőmérsékletvezetési ténye-
ző mindig pozitív előjelű. Mértékegység nélkül.

Az igazi bonyodalmat a K0(u) Bessel-függvény jelenti. A 
függvény u argumentuma csak pozitív előjelű változókat (r, 
vh, s) és konstansokat (a, αf, cp, ρ) tartalmaz. Mértékegység 
nélkül. 

A hőfizikai jellemzők (a, αf, cp, ρ) között ott találjuk az αf 
felületi hőátadási tényezőt is, amelyik a 2D modell egyik 
sajátossága. A változók közül az r távolság és a vh hegesz-
tési sebesség növelő, az s falvastagság csökkentő hatású.

2.5. A módosított, II. fajú, nullad-rendű Bes-
sel-függvény

A K0(u) Bessel-függvény menete a 2. ábrán látható [7].

2.6. Hőfizikai jellemzők
A számításokhoz szükség van a hegesztendő tárgy anya-

gának (esetünkben a szerkezeti acélok) hőfizikai jellem-
zőire. A számításokat nehezíti, hogy a hőfizikai jellemzők 

2. ábra: A módosított, II. fajú, nullad-rendű Bessel-függvény. 
A függvény a pozitív u értékek növekedésével  

aszimptotikusan tart a nullához
3. ábra: A szerkezeti acélok hőfizikai jellemzőinek  

hőmérsékletfüggése [8]
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nem csak a hőmérséklettel változnak, de értéküket jelen-
tősen befolyásolják a fázisátalakulások is (3. ábra [8]).

A hőfizikai konstansok tekintetében a szakirodalmi 
adatok meglehetősen sokfélék. A továbbiakban ezért 
a Hrenov-féle adatokkal számolunk [9]. Az SI rendszer 
(Système International d’Unités) bevezetése előtti mér-
tékegységek SI megfelelői az 1. táblázatban találhatók.

A megjelölt forrás 0 és 1500 °C közötti intervallumra 
átlagolt hőfizikai adatai a 3. ábrához hasonlóan a régi 
mértékegység rendszerben vannak megadva, ezért eze-
ket át kell számítanunk a nemzetközileg 1960-ban elfo-
gadott és Magyarországon 1976 után kötelezően alkal-
mazott SI rendszerre. 

2.7. Hőmérséklet eloszlás a negatív x tengelyen
A hőmérséklet eloszlás grafikai szemléltetéséhez az 

anyag hőfizikai konstansain kívül a hőbeviteli adatokra 
is szükség van. Ennek kiszámítására vegyünk egy hegesz-
tési példát, amely a 2D-re jellemző lemezvastagság tarto-
mányban alkalmazható (2. táblázat).

A 2. táblázat adataival kiszámított hőmérsékleteket a 
4. ábra szemlélteti négyféle (s = 4, 6, 8, és 10 mm) lemez-

vastagságra. A hőmérsékletek a tárgy felületén (z = 0), 
a hőforrás mögötti negatív x tengelyen (y = 0) található 
pontokat jellemzik.

A hőmérsékletek az x koordináta abszolút értékének növe-
lésével csökkennek, a görbe hűléssebességgel arányos érintő-
jének meredeksége a hőforrástól távolodva abszolút értékben 
csökken. A lemezvastagság növelésével a hőmérsékletek mér-
séklődnek, a hegfürdő hőforrás mögötti mérete csökken.

A szerkezeti acélok olvadáspontját (helyesebben likvidusz 
hőmérsékletét) 1500 °C-szal közelítve az ábráról a hegfürdő 
hőforrás mögötti mérete is leolvasható. A 2D modell hő-
mérsékletei csak szilárd állapotú acélra érvényesek, ezért az 
1500 °C fölötti görbeszakaszokat nem ábrázoltuk.

Az 1500 °C-hoz tartozó, a lemez felületén értelmezett x 
koordináták a hegfürdő végpontjait jelölik. A két koordi-

A mértékegység neve
A mérték- 

egység  jele
Számérték a régi 

egységben
Számérték az  
SI egységben

Hővezetési tényező λ

Fajhő  
(állandó nyomáson)

Sűrűség ρ

Felületi hőátadási 
tényező

Hőmérsékletvezetési 
tényező (hődiffuzivitás)

a

1. táblázat: A szerkezeti acélok átlagos hőfizikai jellemzői  
a régi CGS és az új SI rendszerben

4. ábra: A 2D modell hőmérséklet eloszlása a negatív  
x tengelyen, különböző lemezvastagságoknál a mintapélda  

(2. táblázat) adataival számolva

2. táblázat: A számításokhoz alkalmazott  
hegesztési mintapélda adatai

4. táblázat: A hegfürdő végpontjainak x koordinátái és  
a hegfürdő hossza különböző lemezvastagságoknál  

a mintapélda (2. táblázat) adataival számolva,  
a felületi hőátadás elhanyagolásával (αf = 0)

3. táblázat: A hegfürdő végpontjainak x koordinátái és  
a hegfürdő hossza különböző lemezvastagságoknál  
a mintapélda (2. táblázat) adataival számolva (αf≠0)

Megnevezés Jelölés Mértékegység Számérték

Hegesztő eljárás VFI – 135

Lemezvastagság tartomány smin-smax mm 1-10

Hegesztő áramerősség Ih A 125

Ívfeszültség Uív V 20

Hegesztési sebesség vh mm/s 2

Termikus hatásfok – 0,8

y koordináta y mm 0

Hőáram Φ W 2000

Vonalenergia Ev J/mm 1000

Kezdeti hőmérséklet T0 °C 20

Lemezvastagság
s, mm

A hegfürdő vége
-x(T = 1500 °C)

A hegfürdő eleje
x(T = 1500 °C)

A hegfürdő hossza
lh, mm

2 -60,28 6,21 66,49

4 -21,39 3,83 25,22

6 -9,24 2,57 11,81

8 -4,68 1,78 6,46

10 -2,61 1,25 3,86

Lemezvastagság
s, mm

A hegfürdő vége
-x(T = 1500 °C)

A hegfürdő eleje
x(T = 1500 °C)

A hegfürdő hossza
lh, mm

2 -102,15 6,36 108,51

4 -23,92 3,88 27,80

6 -9,64 2,59 12,23

8 -4,79 1,80 6,59

10 -2,65 1,26 3,91
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náta abszolút értékének összege a hegfürdő hosszát adja. 
A 3. táblázatból megfigyelhető, hogy a hegfürdő hosszak 
mennyire érzékenyek a falvastagság csökkenésére.

A 2D modell egyik alapvető sajátossága a felületi hőá-
tadás. Ennek befolyásoló hatásának vizsgálatára az 
1500 °C-hoz tartozó –x és +x koordinátákat a konvekció 
elhanyagolásával is kiszámítottam (4. táblázat).

A 3. és 4. táblázat összehasonlításával megállapítható, 
hogy a konvekció elhanyagolásával a hűlés lelassult és a heg-
fürdő hosszabb lett. A különbségek a várakozásnak megfele-
lően a vékony lemezeknél nagyobbak, mivel itt a felület/tér-
fogat arány nagyobb, ezért a konvekció hatása jelentősebb.

Az előzők illusztrálására rajzoltam meg az 5. ábrát, 
amelyen a konvekció nélküli kék görbe a felületi hőá-
tadást figyelembe vevő magenta színű vonal alatt halad. 

3. Hűléssebesség, mint a hegesztőmérnök szá-
mára legfontosabb hőciklus információ 

A hegesztendő tárgy hegesztésekor egy varratba eső, 
vagy ahhoz közeli P pontban a hőmérséklet először gyor-
san emelkedik, elér egy maximumot, majd a hővezetés-
nek és a konvekciónak megfelelőn lassabban hűl. A pont 
hőmérsékletének változása hőciklust alkot, mivel a hő-
mérséklet bizonyos idő elteltével a kiindulási hőmérsék-
letre hűl vissza (6. ábra).

A hőciklus (T = T(t)) függvény bármely pontjában az idő 
szerinti derivált (geometriailag a pontbeli érintő) a hőmér-
sékletváltozási (hevítési vagy hűlési) sebességet adja. 

hevítési sebesség: 0dTw
dt

= > ,

hűléssebesség: 0dTw
dt

= < .

A két sebesség közül a hegesztőmérnök számára a hű-
léssebesség bír nagyobb jelentőséggel, mivel a CCT diag-
ramoknak megfelelően szignifikáns hatással van többek 
között a varratban és a hőhatásövezet kritikus sávjaiban 
kialakuló szemcse- és szövetszerkezetre, az alakváltozá-
sokra és belső feszültség létrejöttére.

A 6. ábra szerint a w hűléssebesség hőmérsékletfüggő. 
Gondos mérlegelést igényel, hogy a várható anyagszer-
kezeti változások szempontjából milyen hőmérsékleten 
érvényes hűléssebességet tekintsünk relevánsnak. 

Az amerikai Welding Handbook minden indoklás 
nélkül az 1020 °F (~550 °C) mellett foglal állást [11]. A 
tekintélyes Metals Handbook kézikönyvsorozat hegesz-
téssel foglalkozó VI. kötete a CCT diagramok orrpontját 
megemlítve a 400-1000  °F (~204-538  °C) hőmérsékle-
tintervallumot jelöli meg olyan hőmérsékletként, ame-
lyik szétválasztja az ausztenit átalakulása során kelet-
kező perlitet és felső bénitet a martenzittől és az alsó 
bénittől [12].

Tisza M. a hűléssebesség számításának javasolt hőmér-
sékletét a CCT diagramok orrpontjához tartozóan adja 
meg [13]. (Az orrpont az a legkisebb időkoordinátához 
tartozó pont, ahol a hűlésgörbe először érinti a CCT diag-
ram valamelyik mezejét).

A metallográfiai tudomány magyar nagyjai közül is ki-
emelkedő Zorkóczy professzor a bal oldali érintési pont 
(az orrpont) változó hőmérséklete helyett egyezmé-
nyesen az 500 °C-os hőmérsékletet javasolja: Az 500 °C 
választása azért célszerű, mert az acélok túlnyomó ré-
szénél a perlitté bomlás eddig a hőmérsékletig már be-
fejeződik [14].

A Baránszky-Jób Imre szerkesztette Hegesztési Kézi-
könyv 1985-ös kiadásában a hűléssebesség számításának 
hőmérséklete ügyében nem foglal állást, de az átlagos 
hűlésidő meghatározásához ajánlott hőmérséklet inter-
vallum alsó határát 500 °C-ban adja meg [5].

6. ábra: A hegfürdőben elhelyezkedő pont hőciklusa [10].  
Ötvözeteknél a Tliq likvidusz hőmérséklet a  

színfémek olvadáspontját helyettesíti

5. ábra: Az 1500 °C-hoz tartozó -x koordináták  
a konvekció figyelembevételével (magenta)  

és a konvekció nélkül (kék)
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A Szunyogh László szerkesztette Hegesztés és rokon 
technológiák (továbbiakban MHK) szintén nem ad meg 
ilyen konkrét hőmérsékletet, de a hőmérséklet interval-
lumra vonatkoztatott átlagos hűléssebesség számítása-
kor az 500 °C-os határt javasolja [6].

Összegzés jelleggel tehát megállapíthatjuk, hogy a hű-
léssebesség meghatározásának célszerű hőmérséklete 
500 °C, és ez a hőmérséklet nem önkényesen választott, 
hanem a CCT diagramok orrpontjával kapcsolatos.

3.1. A 3D modell hűléssebessége
A 3D modellhez tartozó P pont állandósult hőmérsék-

letének egyenlete:
h ( )

2
0 2

e
x R

v
aT T

R
Φ
π λ

+− ⋅
⋅= + ⋅

⋅ ⋅ ⋅
 (10)

Vizsgáljuk a hűlési sebességet a szokásos egyszerűsítő 
feltevéssel a hegfürdő felületi szimmetriatengelyében, 
vagyis a negatív x tengelyen (y = 0; z = 0). Ez egy célszerű 
választás, mivel a hőmérséklet gradiens itt a legnagyobb, 
ebből következően a hűléssebesség (abszolút értéke) is 
itt a legnagyobb [15].

Ekkor az R távolság:

( )2 2 2( ) 0 0R x x= − + + =  (11)

Helyettesítsük be a hőmérséklet képletébe: 
h ( )

2
0 0 1

2 2
e

x x
v

aT T T
x x

Φ Φ
π λ π λ

− +− ⋅
⋅= + ⋅ = + ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 
(12)

A hűléssebességet a közvetett függvényekre érvényes 
differenciálási szabály szerint határozzuk meg.

3D h
dT dT dx dTw v
dt dx dt dx

= = ⋅ = ⋅  (13)

2
11

2
dT
dx x

Φ
π λ

 = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅  
 (14)

3D h 2
1

2
w v

x
Φ
π λ

= − ⋅ ⋅
⋅ ⋅

 (15)

Fejezzük ki a hőmérséklet képletéből az 1/x-et:

( )0
1 2 T T
x

π λ
Φ
⋅ ⋅

= ⋅ −  (16)

Helyettesítsük be az 1/x-re kapott kifejezést a hűlésse-
besség képletébe:

( ) ( )
2

2
3D h 02

2
2

w v T T
π λΦ

π λ Φ

⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ −

⋅ ⋅  (17)

Egyszerűsítések után, a vonalenergia (a varrat hosszegy-
ségére bevitt hőenergia, alternatív elnevezéssel fajlagos 
hőbevitel) definícióját ( v h/E vΦ= ) is felhasználva:

( )23D 0
v

2w T T
E
π λ⋅ ⋅

= − ⋅ −  (18)

A 3D modell hűléssebességére kapott (18) egyenletből 
látható, hogy adott fémötvözetnél a hűléssebesség a vo-
nalenergiától, a kiindulási (környezeti vagy előmelegíté-
si) hőmérséklettől és a pillanatnyi hőmérséklettől függ.

A hegesztési mintapéldánk adataival (Ev = 1000 J/mm 
és T0 = 20 °C) T = 500°C-on:

( ) ( )2 2
3D 0

v

2 2 0,04186 500 20 60,338 °C/s
1000

w T T
E
π λ π⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ − = − ⋅ − ≅ −

( ) ( )2 2
3D 0

v

2 2 0,04186 500 20 60,338 °C/s
1000

w T T
E
π λ π⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ − = − ⋅ − ≅ −
 

(19)

3.2. A 2D modell hűléssebessége
A nagyméretű tárgy hűléssebességét tetszőleges P 

pontban, vagy, ahogy bemutattuk, a hegfürdő felületi 
középvonalában egyszerűen számíthatjuk. Nem ilyen 
könnyű a helyzet a 2D modellnél, mivel a hőmérsék-
letmezőt leíró képlet három függvény szorzatából áll, 
közöttük a nem differenciálható K0(u) Bessel-függ-
vényből.

h

2
0 0 ( )

2

v x
aT T e K u

s
Φ
π λ

− ⋅

⋅= + ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

 (20)

Ahhoz, hogy a függvény differenciálásával a hűléssebes-
séget előállítsuk, egyszerűsítésekre és elha nyagolásokra 
van szükség.

3.2.1. A Bessel-függvény helyettesítése a Han-
kel-sorral

A K0(u) Bessel-függvény Hankel szerint a következő 
sorral közelíthető [8]:

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4
1 1 3 1 3 5 1 3 5 7( ) 1 ...

2 1! 8 2! 8 3! 8 4! 8
uK u e

u u u u u
π −

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − + − + − +
⋅  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

(21)

Amennyiben a legegyszerűbb megoldást választjuk, és 
a (21) Hankel-sor zárójeles részének csak az első tagját 
vesszük figyelembe, akkor a következő alakot kapjuk:

[ ]0 ( ) 1
2 2

u uK u e e
u u

π π− −= ⋅ ⋅ = ⋅
⋅ ⋅

 (22)

Ez az egyszerűsített alak jól kezelhető, pozitív u-ra 
folytonos, differenciálható és az u változóra nézve 
egy hiperbola és egy csökkenő exponenciális függvény 
szorzatából áll. Ez a közelítés u<1-re rossz, de u = 1-nél 
9,5 %-os, u>1-nél a pontos értékhez képest csak jóval 
10%-on belüli eltérést okoz.
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3.2.2. A Bessel-függvény argumentumának 
egyszerűsítése

Ahogy azt korábban bemutattuk, a Bessel-függvény u 
argumentuma meglehetősen összetett.

2
h f

2
p

2
4
vu r

c a sa
α
ρ
⋅

= ⋅ +
⋅ ⋅ ⋅⋅

 (23)

Ha eltekintünk a konvekciótól ( f 0α = ), ami a nagyobb 
lemezvastagságoknál egyre mérsékeltebb hatású, akkor 
az u függvény egy jól kezelhető, egytagú alakot vesz fel.

2
h

2 0
4
vu r
a

= ⋅ +
⋅

 (24)

A gyökvonás elvégzése után az 
h

2
vu r
a

= ⋅  (25)

alakot kapjuk, amelyet behelyettesítünk az egytagú Han-
kel-sorral helyettesített Bessel-függvény egyenletébe.

h h

2 2
0

h h
( )

2 2
2

r v r v
u a aaK u e e er vu r v

a

π π π
⋅ ⋅

− −− ⋅ ⋅⋅
= ⋅ = ⋅ = ⋅

⋅⋅ ⋅⋅
⋅

 

(26)

Az egyszerűsítések fájdalmas veszteségeként jelenik 
meg, hogy a Bessel-függvényben a konvekció elhanyago-
lása mellett az u argumentum lemezvastagság függését is 
elveszítettük.

3.2.3. A 2D modell egyszerűsített hőmérséklet 
egyenlete

Helyettesítsünk vissza a kétdimenziós hőmérsékletme-
ző (20) képletébe:

h

2
0 0 ( )

2

v x
aT T e K u

sπ λ

− ⋅

⋅Φ
= + ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅

hh

2 2
0

h2

v x
a

v r
aaT e e

s v r
π

π λ

⋅

⋅

⋅
−−

⋅Φ ⋅
= + ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

h ( )
2

0
h2

v x r
aaT e

s v r
Φ π
π λ

− ⋅ +
⋅⋅

= + ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 (27)

Az egyszerűsített hőmérsékletszámító összefüggés 
most is három függvény szorzatából áll, de már nem tar-
talmazza a differenciálás szempontjából kezelhetetlen 
Bessel-függvényt.

3.2.4. Az egyszerűsített 2D modell hűlésse-
bessége

Ha a 3D modellnél megismert egyszerűsítéssel élve a 
negatív x tengely pontjainak hűléssebességére vagyunk 
kíváncsiak, akkor a hőmérsékletfüggvényünk tovább 
egyszerűsödik.

( )2( ) 0r x x= − + =  (28)

Helyettesítsük be a hőmérséklet képletébe:
h ( )

2
2D simp 0

h2

v x x
aaT T e

s v x
Φ π
π λ

− ⋅ − +
⋅⋅

− = ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

h2
a e

s v x
Φ π
π λ

⋅
= ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

h
1

2
a

s v x
Φ π
π λ

⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 (29)

A végeredmény:

2D simp 0
h2

aT T
s v x

Φ π
π λ

⋅
− = ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 (30)

A közvetett függvények deriválási szabályát, a láncsza-
bályt alkalmazva:

2D simp h
T x Tv
x t x

ω ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂

 (31)

( )2D simp 0
h2

T aT T
x x x s v x

Φ π
π λ

 ∂ ∂ ∂ ⋅
= − = ⋅  ∂ ∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

    (32)

h

1
2

T a
x x s v x

Φ π
π λ

 ∂ ∂ ⋅
= ⋅ ⋅  ∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅ 

  (33)

3h

1 1
2 2

T a
x s v x

Φ π
π λ

 ∂ ⋅  = ⋅ ⋅ −    ∂ ⋅ ⋅ ⋅   
 (34)

Fejezzük ki a hőmérséklet (30) képletéből az 1/ x -et:

( )h
2D simp 0

1 2 vs T T
ax

π λ
Φ π

⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ −

⋅
 (35)

Ezzel a hűléssebesség:
3

h
2D simp h

h

1
4

vT av
x s v x

Φ πω
π λ

 ⋅∂ ⋅  
= ⋅ = − ⋅ ⋅    ∂ ⋅ ⋅ ⋅   

 (36)

s, mm w2D sim °C/s s, mm w2D sim °C/s

1,0 -0,12 12,5 -18,86

2,0 -0,48 15,0 -27,16

3,0 -1,09 17,5 -36,97

4,0 -1,93 20,0 -48,29

5,0 -3,02 22,357 -60,337

6,0 -4,35 22,5 -61,11

7,0 -5,91 25,0 -75,45

8,0 -7,73 27,5 -91,29

9,0 -9,78 30,0 -108,64

10,0 -12,07 32,5 -127,50

5. táblázat: A 2D modell hűléssebességei  
a mintapélda adataival, 500°C-on,  

a közelítő képlet szerint
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Helyettesítsük be az 1/ x -re kapott kifejezést a (36) 
egyenletbe:

3
h

2D simp
h

1
4

v a
s v x

Φ πω
π λ

 ⋅ ⋅  
= − ⋅ ⋅ =    ⋅ ⋅ ⋅   

( )
3

h h
0

h

2
4

v va s T T
s v a

Φ π π λ
π λ Φ π

  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ − =     ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

( )
3

3h h h
0

h

2
4

v v va s T T
s v a a

Φ π π λ
π λ Φ π π

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −    ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

(37)

A lehetséges egyszerűsítések után:

( )
3 3 3

3h h h
2D simp 03

h

8
4

v v va s T T
s v a a

Φ π π λω
π λ π πΦ

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

( )
2 2 2

3h
02

2 v s T T
a
π λ
Φ

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅ − =  ⋅ 

( )
2 2 2

3h
0

2

p

2 v s T T

c

π λ
λ Φ
ρ

 
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ − =
 ⋅ ⋅ 

( )
2

3p
02

v

2 c s
T T

E

π λ ρ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 = − ⋅ −
 
 

 (38)

A végeredmény:

( )
2

3p
2D simp 02

v

2 c s
w T T

E

π λ ρ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅ −  (39)

Ez az az alak, amelyik a legtöbb kézikönyvben, így a ma-
gyar hegesztési kézikönyvekben is szerepel, anélkül, hogy 
az egyszerűsítéseket és azok eredményre gyakorolt hatását 
a szerzők bemutatnák.

Ha összehasonlítjuk a negatív x tengely pontjainak 
a 3D modellel és az egyszerűsített 2D modellel számí-
tott hűléssebességeit, akkor a következőket állapíthat-
juk meg:

1. A 2D modellnél a hűléssebességet a hővezetési té-
nyezőn kívül a fajhő és a sűrűség is befolyásolja;

2. A 2D modell hűléssebessége függ a lemezvastag-
ságtól, a nagytestmodellé nem; 

3. A hűléssebesség a 3D modellnél a pillanatnyi és a 
kiindulási hőmérséklet különbségének négyzeté-
től, a 2D modellben a köbétől függ.

A vékonylemez modellre levezetett egyszerűsített képlet-
tel, a hegesztési mintapélda adataival, különböző lemezvas-
tagságoknál, T = 500°C-on kiszámítottam a hűléssebesség 
értékeit (5. táblázat).

3.2.5. Az eredeti (Bessel-függvényes) 2D mo-
dell hűléssebessége 

Mivel a 2D modell eredeti Bessel-függvényes alakja 
nem differenciálható, az 500°C-on érvényes hűléssebes-
ségét numerikusan, a differencia módszerrel lehet meg-
határozni.

2D 500

h

hv TT Tw xt x
v

⋅ ∆∆ ∆
= = =

∆∆ ∆
 (40)

Legyen a ΔT hőmérséklet T1 = 500 - 10 = 490 °C és  T2 

= 500 + 10 = 510 °C különbségeként 20 °C. Ekkor a min-
tapélda vh = 2 mm/s hegesztési sebességével számolva:

( )h
2D 500

490 510

510 490v
w

x x
⋅ −

= −
−  (41)

Az iterációs pontosságot 0,01 mm-re választva a w hű-
léssebességek elegendő pontosságú közelítését kapjuk. 
Az iterációval meghatározott w2D és a közelítő képlettel 
számított w2D simp hűléssebességeket és a közöttük lévő 
százalékos eltéréseket a 6. táblázatban foglaltam össze.

A 6. táblázat adatait a 3D modellre jellemző falvastag-
ság-független hűlési sebesség megadásával a 7. ábrán 
szemléltetem. 

A 7. ábra menetéből jól látszik, hogy amíg az egyszerű-
sített képlettel számított w2D simp hűléssebességek abszolút 
értékei a lemezvastagsággal négyzetesen növekednek (mi-
vel a hővezetéssel távozó hőmennyiség a lemezvastagsággal 
növekvő lemeztérfogattal arányos), addig a Bessel-függ-
vénnyel számított w2D hűléssebességek a mínusz végtelen-
ből induló maximumos görbével simulnak bele a közelítő 
függvény parabolájába. A két függvény közötti különbség 
kb. 8 mm-nél csökken 2 °C/s alá. A két görbe a 3D modell 
lemezvastagságtól független -60,34 °C/s-os hűléssebességét 
21,65, illetve 22,35 mm-nél metszi, vagyis a két metszés-
ponti koordináta között az eltérés kisebb, mint 4%.

Mivel a két görbe első szakaszának menete erősen külön-
bözik, a diagram kezdeti szakaszát felnagyítottam (8. ábra).

A Bessel-függvényes hűléssebesség görbe maximumos (a 
negatív előjelű hűléssebesség abszolút értékeit tekintve mi-
nimumos) jellegű, a jelen hőfizikai és technológiai adatok 

7. ábra: A Bessel-függvényes és az egyszerűsített  
képlettel számított hűléssebességek 500°C-on,  

a mintapélda adataival számolva 



XXXIII. évfolyam 2022/2 59

TUDOMÁNYOS PUBLIKÁCIÓK

T

mellett a maximumpont 3 és 4 mm között helyezkedik el. 
A maximumos görbemenet azzal magyarázható, hogy a két 
hűléssebesség alakulásában két ellentétes hatás összegződik. 
A kisebb lemezvastagságoknál a felület/térfogat viszony-
szám relatív nagysága a felületi hőátadás dominanciájára 
utal, ezért van a vékonyabb lemezeknél nagyobb abszolút 
értékű hűléssebesség. A nagyobb lemezvastagsággal együtt 
járó nagyobb térfogatoknál a hővezetés dominanciája érvé-
nyesül, ezért a hűléssebesség abszolút értéke újra növekszik.

Ez a maximumos görbemenet a közelítő képletnél nem 
érvényesül, ezért a vékony lemezvastagságoknál a közelí-
tő képlettel számított értékek félrevezetőek. A két görbe 
közeledése olyan relatív lemezvastagság tartományban  

(τ = 0,4 - 0,8) valósul meg, ahol már a szakirodalmi adatok 
szerint a vékonylemez modell nem alkalmazható. A vé-
konylemez modell alkalmazhatósági határát a mértékadó 
[10] irodalom τ < 0,4-ben határolja be. (A τ relatív falvas-
tagság definíció szerint a tényleges falvastagság és a 2D és 
3D modellek közötti határfalvastagság hányadosa [10]).

4. Határfalvastagság a 2D és 3D modell között
A 6. táblázatban feltüntettük azt az sh2D/3D lemezvastag-

ságot, ahol a 2D és 3D modell hűléssebességei azonosak. 
A két modell közötti határvastagság definíció szerint az a 
vastagság, ahol az 500 °C-on érvényes két hűléssebesség 
megegyezik [11]:

2D 3Dw w=  (42)

A vékonylemez modellnél az egyszerűsített képlettel 
számolva:
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Mivel a T hőmérsékleten érvényes határ az adott fémöt-
vözetre (pl. acélra) jellemző fajhőn és sűrűségen kívül még 
a technológiai paraméterektől (Φ, T0) is függ, kijelenthető, 
hogy nincs abszolút határ a vékonylemez és nagytest mo-
dell között, vagyis nincs vékonylemez és vastaglemez, csak 
vékonylemezként vagy vastaglemezként viselkedő tárgy.

Behelyettesítve a határvastagság képletébe a mintapél-
dánk adatait:
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⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   (45)

A 6. táblázat és 7. ábra szerint ez a vastagsághatár a 
valóságban 21,65 mm, vagyis az eltérés nem jelentős.

A vékonylemez modell használhatósági tartományát 
(max. 8-10 mm) ez az érték nagymértékben meghaladja, 
ami arra utal, hogy a vékonylemez modell és a nagytest 
modell között léteznie kell egy harmadik, köztes modell-
nek, amelyet szerző korábbi munkáiban 2,5D-s modell-
nek nevezett el [16, 17, 18].

Összefoglalás
A vékonylemezek hegesztési hőfolyamatainak leírására 

szolgáló, Rosenthal és Rykalin nevéhez köthető 2D-s modell 
állandósult hőmérsékletmezőjének összefüggése három 

8. ábra: A 7. ábra bal felső részének kis  
lemezvastagságokra vonatkozó nagyított változata 

6. táblázat: A Bessel-függvényes és az egyszerűsített  
képlettel számított hűléssebességek 500 °C-on,  

a mintapélda adataival számolva 

s x(490°C) x(510°C) delta x w2D w2D simp Eltérés, %

1 -192,77 -188,73 -4,04 -9,90 -0,12 98,8

2 -201,50 -195,00 -6,50 -6,15 -0,48 92,2

4 -142,00 -134,53 -7,47 -5,35 -1,93 63,9

6 -87,67 -81,78 -5,89 -6,79 -4,35 35,9

8 -55,13 -50,98 -4,15 -9,64 -7,73 19,8

10 -36,53 -33,61 -2,92 -13,70 -12,07 11,9

12 -25,44 -23,32 -2,12 -18,87 -17,38 7,9

14 -18,45 -16,860 -1,59 -25,16 -23,66 6,0

16 -13,82 -12,590 -1,23 -32,52 -30,90 5,0

18 -10,62 -9,650 -0,97 -41,24 -39,11 5,2

20 -8,33 -7,55 -0,78 -51,28 -48,29 5,8

21 -7,42 -6,72 -0,70 -57,14 -53,23 6,8

21,50 -7,018 -6,345 -0,673 -59,435 -55,800 6,1

21,60 -6,941 -6,274 -0,667 -59,970 -56,320 6,1

21,65 -6,902 -6,239 -0,663 -60,332 -56,58 6,2

21,70 -6,864 -6,204 -0,660 -60,606 -56,840 6,2

22 -6,64 -6,00 -0,64 -62,50 -58,43 6,5

22,36 -6,39 -5,77 -0,62 -64,52 60,337 6,5
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függvény szorzatát tartalmazza, ráadásul a számítóképlet 
kezelési nehézségeit egy speciális Bessel-függvény tovább 
fokozza. A magyar hegesztési kézikönyv két utolsó kiadásá-
ra koncentrálva a figyelmet, a 2D-s modell alkalmazhatósá-
gára vonatkozóan a következők állapíthatók meg.

1. A hegesztési folyamat hőciklusának legfontosabb 
jellemzője a hőmérsékletfüggő hűléssebesség, 
amelynek ismeretében a CCT diagramokból fon-
tos információk nyerhetők. A kiemelt hőmérsék-
let 500 °C, amely a jól hegeszthető (ezért alacsony 
karbontartalmú) szerkezeti acélok CCT diagramjai 
átlagos orrpont-hőmérsékletének tekinthető.

2. A hűléssebesség a hőmérsékletmodellek állandó-
sult hőmérsékletmezőjét leíró egyenlet idő szerin-
ti deriválásával számítható. Ez a művelet a 3D-s 
nagytest modell esetében könnyedén végrehajtha-
tó és pontos eredményt ad.

3. A 2D-s vékonylemez modell állandósult hőmérsék-
letmezejének összefüggése három függvény szor-
zatát tartalmazza, közöttük a nem differenciálható 
másodfajú, nullad-rendű, módosított Bessel-függ-
vényt, ezért a modell hűléssebességét analitikusan 
nem lehetséges meghatározni.

A 2D-s modell számítóképletének egyszerűsítő átala-
kításával olyan közelítő alak nyerhető, amelyből a hűlés-
sebesség a negatív x tengelyen meghatározható. Az így 
meghatározott hűléssebességek csak közelítésnek te-
kinthetők. Erről a tényről a magyar hegesztési kézikönyv 
két kiadása nem tesz említést, így az olvasók tájékoztatá-
sa pontatlannak tekinthető.

A 2D modell 500  °C-os hűléssebessége az eredeti hő-
mérsékletfüggvényből numerikus módszerrel meghatá-
rozható. A pontos és az egyszerűsített hűléssebességek 
diagramja a lemezvastagság függvényében eltérő lefutá-
sú: a pontos hűléssebesség maximumos görbével, a köze-
lítő parabolikusan növekvővel jellemzett. 

A pontos és a közelítő hűléssebességek közötti különb-
ségek a kis lemezvastagságoknál jelentősek, nagyobb 
lemezvastagságoknál csökkenő tendenciát mutatnak és 
abszolút értékük akár tíz százalék alá is csökkenhet.

A 2D-s és 3D-s modell közötti határ az eredeti függ-
vénnyel számított 500 °C-os hűléssebességek alapján ha-
tározható meg. A valós hegesztési esetekben ez a határ 
messze meghaladja a 2D-s modell alkalmazhatóságát, 
amelynek felső határa a határvastagság mindössze negy-
ven százalékára (vagyis maximum 8-10 mm-re) tehető.

A 2D-s és a 3D-s modell között így létrejövő (mintegy) 
hatvan százalékos rés egy új elmélet, az ún. 2,5D-s mo-
dell megalkotásának szükségességét jelzi.

A hegesztőmérnökök és más, a hegesztéssel foglalkozó 
szakemberek hiteles tájékoztatása érdekében a magyar 
hegesztési kézikönyvek legközelebbi kiadásában a vé-

konylemezek hőfolyamataira vonatkozó információkat 
korrigálni szükséges. Addig az időpontig ez a Hegesztés-
technika cikk a témában hiánypótlásnak tekinthető.
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